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Re´sume´ :
La morphologie d’une fissure dans un mate´riau he´te´roge`ne de´pend bien e´videmment des proprie´te´s
des phases en pre´sence mais aussi de leur agencement spatial. Ce point est ici aborde´ sous l’angle
nume´rique et statistique pour les mate´riaux a` inclusions granulaires (type be´ton).
Une me´thode 3D sur re´seau permet notamment de quantifier pre´cise´ment l’effet microstructural des
fractions volumiques et de la polydispersite´ des inclusions. Trois morphologies a` la rupture, associe´es
a` trois re´gimes de fissuration, sont caracte´rise´es.
Abstract :
By means of the lattice element method in 3D (LEM-3D), we investigate strength and fracture of
granular inclusion materials. These materials have a granular texture with a jammed assembly of
particles embedded in a binding matrix that partially fills the interstitial space. We consider stiffness,
stress transmission and the regimes of crack growth under tensile loading. We carry out a detailed
parametric study in order to quantify the influence of the matrix volume fraction and the particle-
matrix adherence. Three regimes of crack propagation can be distinguished corresponding to no particle
damage, particle abrasion and particle fragmentation, respectively, as a function of the parameters. We
show that particle damage scales nicely with the toughness of the particle-matrix interface compared to
the particle toughness. Our findings are in agreement with 2D results previously reported in literature.
Mots clefs : Mate´riaux a` inclusions granulaires, microstructure, re´gimes de ruptures
1 Introduction
Les mate´riaux granulaires denses sont caracte´rise´s soit par leurs re´seaux de particules solides, soit par
les proprie´te´s de l’espace poral qui peut eˆtre partiellement ou entie`rement rempli d’un solide de liaison
ou d’un liquide. Pour les fractions volumiques de particules ρp e´leve´es (typiquement ρp > 0.57) , la
transmission de contraintes et donc le comportement me´canique est guide´ par le re´seau de percolation
des contacts entre particules [2, 5].
Le roˆle du re´seau de contacts a e´te´ tre`s largement e´tudie´ pour les mate´riaux granulaires en absence de
matrice de liaison et en confinement compressif. La question des concentrations de contraintes et le
roˆle des particules est beaucoup moins e´vident en pre´sence de matrice de liaison et sous un chargement
en traction.
De tels agre´gats poreux, compose´s de particules lie´es par une matrice continue, ont e´te´ e´tudie´s en
deux dimensions en utilisant des simulations nume´riques base´es sur l’approche lattice element method
(LEM) [4]. Nous nous inte´ressons ici au cas a` trois dimensions : un mode`le LEM en trois dimensions a
e´te´ de´veloppe´ en utilisant un solveur de gradient conjugue´ permettant la simulation d’un grand nombre
de degre´s de liberte´ ; des simulations sur des mate´riaux a` inclusions granulaires ont e´te´ re´alise´es en
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prenant comme parame`tres principaux d’e´tude la quantite´ relative de matrice et l’adhe´sion a` l’interface
matrice/granulats.
Dans cet article, le fonctionnement de la me´thode LEM en trois dimensions est d’abord de´taille´, puis les
parame`tres et le cadre de l’e´tude sont pre´sente´s. Dans la section 4, le comportement e´lastique apparent
et la re´partition des he´te´roge´ne´ite´s de contraintes intraphase sont analyse´s pour des mate´riaux a`
inclusions granulaires. La section 5 est consacre´e a` l’endommagement des particules et aux re´gimes de
rupture.
2 Me´thode nume´rique : Lattice Element Method 3D
Afin d’e´tudier l’influence de la microstructure des mate´riaux a` inclusions granulaires sur leur com-
portement macroscopique et le processus de fissuration qui conduit a` leur fragmentation, l’approche
Lattice Element Method (LEM) en trois dimensions a e´te´ choisie. Cette me´thode nume´rique permet
la prise en compte de milieux tre`s he´te´roge`nes tout en garantissant la rapidite´ d’exe´cution ne´cessaire
aux e´tudes statistiques.
La me´thode LEM-3D est base´e sur la discre´tisation des diffe´rentes phases du mate´riau en un re´seau
re´gulier ou irre´gulier. L’espace est ainsi repre´sente´ par une grille de points (les noeuds) interconnecte´s
par des segments 1D (les e´le´ments). Ces e´le´ments permettent la transmission des forces normales, des
forces de cisaillements et des moments fle´chissants jusqu’a` atteindre un seuil de rupture en force ou
en e´nergie qui repre´sente la cohe´sion de la phase ou de son interface avec une autre phase.
Dans la version la plus simple, les e´le´ments sont repre´sente´s pas des ressorts line´aires caracte´rise´s par
une constante de Hooke et un seuil de rupture. Chaque e´le´ment porte les proprie´te´s me´caniques de la
phase ou de l’interface qu’il repre´sente et les e´chantillons sont de´forme´s en imposant un de´placement
ou une force aux noeuds appartenant a` leurs extre´mite´s.
L’e´nergie e´lastique totale du syste`me est alors une fonction convexe des de´placements des noeuds et
sa minimisation permet d’obtenir leurs positions d’e´quilibre. La re´alisation de cette minimisation a`
chaque pas de chargement revient a` soumettre le syste`me a` un de´placement quasi-statique et pour ce
faire, un algorithme base´ sur un solveur de gradient conjugue´ est utilise´.
Par ailleurs, la me´thode LEM pre´sente l’avantage d’initier et de propager les fissures en rompant
simplement les e´le´ments critiques (les e´le´ments portant une force qui de´passe le seuil de rupture). Le
comportement effectif est alors de type e´lastique fragile avec un module e´lastique qui de´pend a` la fois
des proprie´te´s mate´rielles et de la ge´ome´trie du re´seau.
Le seuil de rupture macroscopique de´pend de l’agancement des phases et des seuils locaux. Dans les
mate´riaux a` inclusions granulaires conside´re´s dans cette e´tude, le caracte`re ale´atoire des agancements
retenus est principalement introduit par la distribution spatiale ale´atoire de particules et de vides dans
une matrice.
3 Description du syste`me
L’objectif e´tant d’acce´der a` des assemblages granulaires assez denses, les e´chantillons retenus sont cre´e´s
de la manie`re suivante : 1/ un assemblage initialement ordonne´ d’un grand nombre de particules est
compacte´ par compression hydrostatique a` l’aide de la me´thode des e´le´ments discrets (DEM), 2/ un
sous-e´chantillon cubique est extrait de cet assemblage compacte´, 3/ un maillage ale´atoire te´trae´drique
(type Delaunay) est superpose´ a` ce sous-e´chantillon, 4/ une matrice de liaison est introduite sous
la forme de troncs coniques d’e´paisseurs variables reliant les particules voisines ; le volume total de
matrice est alors distribue´ entre paires de particules proportionnellement au carre´ de leurs diame`tres ;
au fur et mesure que la fraction volumique de matrice augmente, les ponds de matrice se chevauchent
et la porosite´ du milieu de´cline.
Les e´le´ments qui se retrouvent dans ces ponds portent les proprie´te´s me´canique de la matrice de liaison.
Ceux qui se retrouvent dans les particules portent les proprie´te´s des particules. De la meˆme fac¸on,
les e´le´ments entre particules et matrice ou ceux qui entre deux particules posse`dent les proprie´te´s
de l’interface correspondante. Les e´chantillons e´tudie´s sont donc forme´s d’une phase de particules
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note´ p, une phase de matrice note´ m, d’espace vide ou de pores note´ v et deux interfaces, l’interface
particule/matrice note´ pm et l’interface particule/particule note´ pp.
Une constante de Hooke kφ et un seuil de rupture en force σ sont attribue´s a` chaque phase ou interface
φ. Ici, le seuil de rupture σpp est nul, correspondant a` un contact non cohe´sif entre les particules et
σp = σm. Par ailleurs, les interfaces pm et pp sont une zone d’e´paisseur unitaire (un e´le´ment) reliant
les phases en vis-a`-vis et affectant le comportement global des e´chantillons a` travers leurs surfaces
spe´cifiques (surface totale par unite´ de volume) et leurs re´sistances (constantes de Hooke kpm et kpp
et les seuils de ruptures σpm et σpp).
4 Parame`tres de l’e´tude
Dans les simulations LEM applique´e aux mate´riaux a` inclusions granulaires, un juste e´quilibre doit
eˆtre trouve´ entre le nombre d’e´le´ments par particule ne´cessaire a` la pre´cision de la me´thode et le
nombre total de particules pour une bonne repre´sentativite´ statistique de l’e´chantillon. Dans l’e´tude
parame´trique pre´sente´e ici, les e´chantillons sont cubiques et contiennent 516 particules dont les rayons
sont uniforme´ment distribue´s entre dmin et dmax = 1.25.dmin. La fraction volumique des particules est
de ρp = 0.64 et chaque particule contient 1550 e´le´ments des 1.3×106 e´le´ments que contient l’e´chantillon.
Ces parame`tres assurent un bon compromis entre la pre´cision nume´rique et la repre´sentativite´ de la
structure (figure 1(a)).
Neuf e´chantillons sont pre´pare´s avec des quantite´s de matrice variant entre 0.06 et 0.28. Les particules
ont une raideur trois fois plus e´leve´e que celle de la matrice de liaison (Ep = 3Epm = 3Em) pour
s’approcher des proprie´te´s macroscopique d’un be´ton. Dans chaque e´chantillon la valeur de l’adhe´sion
entre les particules et la matrice σpm varie entre 0.2σp et 1.4σp. De cette fac¸on, le nombre total
de simulations pour l’e´tude de l’influence de la quantite´ de matrice et de l’adhe´sion a` l’interface
sur les re´gimes de rupture est porte´ a` 81. La figure 1(b) repe´sente une sche´matisation de l’espace
parame´trique obtenu. Les e´chantillons sont sollicite´s en traction en fixant les nœuds d’une surface
latte´rale de l’e´chantillon cubique (surface infe´rieure sur l’e´chantillon de la figure 1(a)) et en appliquant
des incre´ments de de´placement verticaux au noeuds de la surface oppose´e (surface supe´rieure). Les




Quantité de matrice 
       [0.06  0.28]
Cohésion à l’interface 
          [0.2  1.4]

(b)
Figure 1 – (a) Echantillon et conditions aux limites : particules en bleu, la matrice en rouge et l’in-
terface matrice/particules en blanc, (b) espace parame´trique de l’e´tude. En orange l’interface matrice
particules pm et en bleu la quantite´ de matrice m.
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5 Comportement e´lastique
La figure 2(b) repre´sente les caracte´ristiques de rupture sous un chargement en traction pour trois
valeurs de quantite´ de matrice ρm. On observe un comportement e´lastique avec une rigidite´ effective
Eeff bien de´finie suivie d’un re´gime non line´aire jusqu’a` la rupture effective σeff . Le re´gime post-pic
est caracte´rise´ par une chute brutale de la tenue de l’e´chantillon suivie par un endommagement plus
progressif. La contrainte a` rupture, controˆle´e par la re´sistance de la matrice, est atteinte pour une
de´formation apparente qui de´croˆıt avec ρm.
Le re´gime non line´aire observe´ correspond a` la de´gradation progressive du mate´riau a` travers la rupture
diffuse des e´le´ments. L’e´chantillon ce`de quand ces fissures finissent par percoller (cre´ation d’une surface
de rupture). En ge´ne´ral, une unique surface de rupture se propage et fragmente l’e´chantillon en deux
blocks distincts, mais des situations plus complexes peuvent apparaˆıtre selon la microstructure du
syste`me. L’e´volution de la densite´ de probabilite´ (pdf) de la composante verticale (sens de traction)
des contraintes pour diffe´rentes fractions volumiques de matrice est repre´sente´e sur la figure2(a). On
rappelle que la fraction volumique granulaire est fixe´e : une diminution de la quantite´ de matrice
correspond donc a` une augmentation du taux de vide pre´sent dans la phase matricielle.
Le syste`me devient de plus en plus he´te´roge`ne avec la baisse de la quantite´ de matrice, ce qui se
traduit par une distribution plus large des contraintes. En effet, les ponts de matrice entre les particules
concentrent les contraintes a` mesure que leur diame`tre baisse. L’e´chantillon ayant la plus faible quantite´
de matrice (ρm = 0.13) pre´sente une distribution exponentielle caracte´ristique des forces supe´rieures
a` la force moyenne dans les milieux granulaires. Ce comportement est habituellement observe´ par des
simulations DEM sur des mate´riaux granulaires sans matrice[3].
Un autre signe distinctif des mate´riaux granulaires est observable sur la figure 2(a) : pour les contraintes
les plus faibles, la densite´ de probabilite´ reste e´leve´e ce qui signifie qu’en plusieurs zones de l’e´chantillon
les contraintes sont bien plus faibles que la contrainte moyenne. C’est l’effet de vouˆte : un re´seau de
chemins de contraintes privile´gie´s se forme a` travers les grains de´chargeant ainsi les autres zones de
l’e´chantillon.

































Figure 2 – (a) Evolution de la densite´ de probabilite´ des contraintes suivant l’axe de sollicitation
en fonction de la quantite´ de matrice ρm dans l’e´chantillon, (b) contrainte verticale adimensionne´e en
fonction de la de´formation verticale en traction pour diffe´rentes valeurs de ρm.
6 Endommagement des particules
Dans cette section est pre´sente´e l’influence de la quantite´ de matrice et de l’adhe´sion entre particules et
matrice sur les re´gimes de rupture dans les mate´riaux a` inclusions granulaires. Dans l’approche LEM,
le nombre d’e´le´ments rompus peut eˆtre conside´re´ comme une mesure pertinente de l’endommagement
[1]. La fraction d’e´le´ments rompus dans la phase particulaire est donc directement corre´le´e avec la
fraction de particules endommage´es. La figure 3(a) pre´sente la carte en niveaux de gris des fractions
d’e´le´ments rompus dans les particules dans l’espace parame´trique de l’e´tude. Au-dessous d’une frontie`re
bien de´finie (en bleu sur la figure 3(a)), aucun endommagement dans les particules n’est observe´ : pour
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cet intervalle de parame`tres, la fissure se propage essentiellement dans la matrice ou aux interfaces
entre matrice et particules.
Au-dela` de cette limite, les isovaleurs sont paralle`les a` la ligne limite accompagne´es d’une augmentation
de l’endommagement. L’interpre´tation de ces re´sultats est simple : le nombre de particules rompues
augmente d’une part, lorsque la te´nacite´ de l’interface matrice/particules augmente et d’autre part
lorsque la fraction volumique de pores diminue (quand la fraction volumique de pores est e´leve´e, la
fissure a tendance a` contourner les particules en se propageant dans les pores).
L’e´volution de l’endommagement devient inde´pendante de la fraction volumique de matrice au dela` de
20% de matrice dans l’e´chantillon. A partir de cette valeur, les particules sont entie`rement entoure´es
de matrice : matrice percole dans le mate´riau et l’augmentation de sa fraction volumique n’a aucune
influence sur le nombre d’e´le´ments rompus dans les particules.
Ces observations sugge`rent qu’il existe trois re´gimes distincts de propagation des fissures dans le milieu
sche´matise´s sur la figure 3(b) :
1. en dessous de la limite d’endommagement des particules, la fissure ne pe´ne`tre pas dans les
particules et se propage essentiellement a` travers la matrice, dans les pores et le long des interfaces
entre particules et matrice ; c’est le re´gime de de´flexion,
2. au-dela` de cette limite et pour une valeur de fraction volumique de matrice infe´rieure a` 20%, la
fissure pe´ne`tre aussi partiellement dans les particules depuis les ponts de matrice qui concentrent
les contraintes ; cette configuration me`ne a` l’abrasion de la surface des particules ; c’est le re´gime
abrasif,
3. enfin, au dela` de la limite d’endommagement des particules et pour une valeur de fraction
volumique de matrice supe´rieure a` 20%, la fissure se propage aussi bien dans la matrice qu’a`
travers les particules, entraˆınant la fragmentation des particules ; c’est le re´gime de fragmentation.














































































Figure 3 – (b) Carte en niveau de gris de l’endommagement des particules, (b) repre`sentation
sche`matique des re`gimes de rupture dans l’espace parame`trique
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7 Conclusion et perspectives
Dans cette communication une me´thode nume´rique en trois dimensions base´e sur une discre´tisation
sur re´seau, la LEM, a` e´te´ introduite puis applique´e a` l’e´tude de l’influence de la microstructure sur
les re´gimes de rupture des mate´riaux a` inclusions granulaires. Apre`s avoir pre´sente´ le comportement
e´lastique et l’e´volution des contraintes dans ces mate´riaux, trois re´gimes de ruptures distincts et en
accord avec la litte´rature ont e´te´ mis en e´vidence.
L’e´tude parame´trique pre´sente´e peut eˆtre prolonge´e selon plusieurs directions. Tout d’abord, il serait
inte´ressant de quantifier la granulome´trie des fragments produits selon les re´gimes de de rupture ob-
serve´s. Il serait ensuite pertinent de continuer l’e´tude de l’effet de la microstructure des mate´riaux a` in-
clusion granulaire en quantifiant par exemple les chemins de fissuration. Une piste est particulie`rement
envisage´e : les analyses de tortuosite´.
S’il commence aujourd’hui a` exister certaines techniques microme´caniques permettant de relier la
perme´abilite´ apparente d’un milieu a` la densite´ de fissures qu’il contient et a` leur tortuosite´, peu de
me´thodes quantifient pre´cise´ment ces deux donne´es a` la microstructure de milieu. Il est donc envisage´
de lier la tortuosite´ d’un re´seau de fissures a` la fraction volumique et a` la polydispersite´ d’un milieu
a` inclusions granulaire.
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